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f}ntwikkeli~en KV 49 
De inhoud van het nu volgende wordt gedekt door de titel van 
het boek: 
W.B+ Fo:ttl.: The asyuptotic developments of functions defined by 
MacLaurinseries, 141 biz., 1936, 
we~k werk. hier op de voet zal worden gevolgd. ~nkele resultaten 
van Ford werden gegeneraliseerd. 
Theorema 1. Zij G het enkelvoudig samenhangende gebied, dat ont-
staat door het complexe w-vlak open te snijden langs een eindig 
aantal rechtlijm:ge half-oneindige, elkaar niet kruisende sneden. 
Neem aan, dat geer.:. geheel getal op een snede ligt~ 'zij g(w)=¢(x+iy) 
in Geen eendm.d.ig reguliere funotie :ZO; dat de maobtreeks 
QC) 
{ 1) L g( n) zn = f ( z} · 
een positieve convergentiestraal heeft-e Zij O <. E <77 en laat 
voldaan zijn voor '. w { · = ·;, x+iy i ) R > 0 ~) aa.n 
. ' 
Ll~f 
( 2) . 1.f g(-x+iy)}< C{x) • e2 _ · voor x> o ( O(x}) 0) 
.•• . 1+y. 
(3) 2. Jg(x+iy)J5 h(x).g(y) 
· waarin h( x) en g( y) posi tieve functies voorstellen, integt-eerbaar 
over elk eindig interval, en zo dat 
. i-- Q,cl, 
<4} -f cos8~~y · dy . 
:.,.o.,> . 
een 6onverg~nte i:ntegraal voorstelt, 
. 
.' :" 
en posi tieve conatanten 
A en B beataan me·t 
I 
(5) voor x>O 
BeeSohouw ear.. snede, en zij cm een lusvormige 'positi0-C, <>ml~en 
weg langs de snede,, Indien de snede geen vertakld.ngspunt_en en 
. - sl.eohts een pool beva.t, laat dan Om een klein oi.rkeltje om die 
pool voorstelleu,; 
·· Neem aa.n, da-t 
I -In . ') .· 
• .-<. lo' 
· 1· · .. · _sfw~ {--1'}~ 
·. ·. . SJ,ll 71. W 
··_c __ ··..... . .·• ·.. . 
··• . 
.. ) B ¢1-enk$,n, *el zoi;"oot .. gekozen, dat alle pµnten van ~e;(w) 
de Qirkel. tw .\ ;::: R- va,llen<J · · .. ·.· · 
.. I. ~ • 
(2 
een ooXNer1ente integraal ia, die een :resuJ,ie:re funotie van 
• voorstelt>voor elke waarde van z in de sector Sin bet a-v+at, 
bepaald door t. 1'. ~ 2. :f: :tN -E.. • 
In het geval dat enige C in het twee.de of derde ltwadrant !'.l&ar 
m 
oneindig gaat, eisen we het beataan van twee poeitieve constanteu 
A1 en B1 zo, dat voor de in (2) voorkome:nde grootheid C(~) geldt: 
(6) 
Orlder de ge3telde voorwaarden is f( z) in S een r13g,1lieN fu.nc--
tie, die aldaar asymptotisoh ontwikkelbaar is volg~ne 
(7) 
°'" ~ 
f(z)rv .... 2_ 
Steeds ale aan (6) voldaan is, is de in het reohterlid van (7) 
voorkomende reeks voor f '2 \> :a., zel:f s convergent en· geldt for .... 
mule (7) ook met het gelijkteken~ 
w i+ QJ>m.1. (-z) heeft de volger:rle betekenis ( zij z== f"' met 0,:Sf < 2lf) 
{S) (-s)" = e" log (-z) = 6 w [logf + i(t -11 ~ 
9J11.2,. La.ten we toe, dat een negatief geheel getal w a -m een peol 
of vertak.Jd.ngspunt van g(w) is, d.w.z. dat een snede van w • -fl 
uitgaat, dan blijft formula (7) juist, mite we in de eerste som 
van het reohterlid de term g(-m)z•m weglaten • 
.9.E••l• W'efens (3) en (5) convei-geert de in (1) voorkollende reeQ 
voor I zl<1 • Eon positieve convergentiestraal.van de maohtreeldl (1) 









Zij dl een in posi tieve zin omlopen 
asa~nparalelle reohthoeJ~ €,eheal gel•-
gen bui ten de oirkel 1~· 1 " R en ge ... 
vormd door de lijnen 
wm-l-1/2+1y W=2n.+1/2+1J W-X±, ip 
waarin p) o, l en n pos1 tief g•h•el♦ ·· 
lfannaer ened.en z1jn aanpbraohtt 4-i 
dien1; ~ te word.en gede:tormeerd aoal.1( 
aangegeven in de figuur. Ui t 4• 
A t & .· . 
it'' ~) We ~r,. de bOID8J'fitbltid-··~;d. ~aH. ¥'t-evenwel iu:1.en al• 
I:,;j:~', !;?hii»g 1' 'YQ o. plat.·- '!'/2 ~\7, (; +·</2. ,,Ale d~en'bop~~i 
··:~~~~.-l-l ►:.11• , •• .,..1,{,)).-oa·• U·S~~-
.. ~,.~,~:.· ... ~~:!~· .• ~·~~ •,tl·,~· !!.i~~·· 
(3 
rekemng volgt nu 
( 9) ½r i ~~H;;;z),. dw • f g( ii) zn 
l.. .-,..•.-t 
waarin we(-~)• volgens (8) gedefinieerd den.ken. We zullen nu de in-
• tegraal in (9) bestuderen, wat betreft de bijdragen van de vier reoht-
hoekazijden van~ tot deze integraal. Vooreerst etellen we l&l.161 bet 
• reohte deel CD w=x+ip en due is J"' ,,r 
sin 11 w • s!n .,, ( x+ip) = ( s1nT1 x ooth 11 p + i ooen x) ai.nh,, p 
De bijdrage D van CD tot de integraal wordt 
1-,P 1-t-! X 
DP - ~ -!It I! --- " st a:;+~p) (-z) d; ' 
~r 8 iihn P , sini, x oothn p + ioosil x 
an .... l 
Bu 1a cott,.11 p). ~ , dus 
I sinll x ooth ll p + 1.JoS'llx c: ( s,in2TI x coth2-n p + cos.211 :x) 1/2) 1 
Bieruit volgt wegens (2) voor z·reeel en negat1ef 
ln+l 
/ Dp\ ( SIil ·1 h(x) (-z)x dx 
sinh'll p ... e-t 
i ~ 
U:lt 4e aomergentie van de integraal (4) volgt g(p) • o.(e P) 
"! als p-+ ,._oo • Dus lim D+P • o. A.Ml.oog bewijzen we voor de b1j4rage 
D_ Yan .AB, da.t l:\m D_ = O. Zij in bet volgenle r • + 0o , en be-
.. aiO'QW nu de bijdrage En van het reohte d.eel van BC 'tot de integraal 
in ( 9). Hier atellen we W==2n+1/2 + iy. Wegens sin Tl ( 2n+1/2+iy) IDOl')ShlJJ 
en dw=d.dy vinden wa +ao 
2n+1/2 ( 10) D • ( •1, ; .. , 
n ' 
f g~2a;t1/g+il) (-z} 11 dy 
... i,.:, coei.h 1\ y 
In verband met ( 3) .en ( 5) geldt voor 2u > N en z re8el :iesatief 
(11) \DnJ "'- A {-Ba)2n+1/2 f'" - !.1.1.L 
w '2 OOshTJ y dJ 
-oo 
We hebben aangenomen, dat de laatste int&graal oonvergeert ( en dua 
ook de integraal ( 9); bet beeft bli~kbaar zin Dn te bes4>-ouwe'1 Be-. ··•· ·. 
perken we ons tct reeele 'Wa&?'de.n.,yan z 111et o, -• < i , dan v~l.gt· .ot,t;:.~ 
( 11), dat lim Drl=O• ·.ue in ( 9) bet ooDtot!r Ji. gewijaigd wol'dt door·; A1l·'.,~~ 
l.~etovergang r·o. en' n .. o.o dan. reatere.Jl van de Urtegratiow~g l~ .. 
A,.B,. o ... D al.leen «le ne.gatief oal.apen lueeexi. lan.p de ~f'oneind1P'.:· 
{•obtli3m.ge aneden in ••ri •. r:lohtiq met argw1ent .J/ftf• t~ +11/2 · :.t:•~• 
;:;:Jai~ l so groot gel:oaen, •c1cn de be'treffeme; SDe4an pb.eel. reoh1• 
'>''.:, ::~1,, '. ' ; . ' ' ' , ' ,, , ', ' - 1 ', . - ,, •',,V":.·,/' , 
·· ai.AP ""11-->• De oveNtuwou't1ge l\\11J?.t'l~~•.1•;i~. · 
~· · ·· ~ · ·· · 1d.d\t . ···.•.·'·' 
lt*Jt:.;:'i2('t~,'f0QI;' f i,f •• D,. OQ· ... · . .. 
t4 
tot een e½nd~ge limiet en convergeert (voor z re8el met 0~ -z ( i) 
de reeks 2.. g(n)zn (v.g.l. opm.3 bij Theorema 1}. Uit (9) volgt nu 
-'Y)-;t!) 
( 12) 1 
2i 
f _, g(~)~-z)w dw = > g(n)zn + ) 1r + f(z} 
·r sin w ~ . -- m 
r 
waarin J• nevenstaande integratieweg voorstelt 
(en wel w = -l-1/2+iy, -o,a<y< + eio, met even-
tuele deformatie wegen/3 snede:n met richting 
-n/2( f<3:1/2) en de laa·i;ste som genomen wordt 
over de sneden :r1et richting - / 2 f ~r {11/ 2, 
Yle beweren, dat de integraal in het linkerlid 
van (12) voor z in S gelijkmatig convergeert. 
·Immers wegens 
sinTI ( -1.J/2+iy) = { -1) l+~ coshTl y 
geldt p 0:, 
. '( I I \ 
K ==~½r j + J ) 
00 --,, 
en we gens { 2) Q n 
volgt nu 
-+«» f e £Jyt etJl-f)Y_ dy 
'2 
_ 00 cosh17 y 1 + y 





Tl l y1 
e 
2 
Tevens vdlgt uit deze a:fschattipgen de gelijkmatige couvcrgent'i.e 
van de integraa.l in formule ( 12) , en dus stelt deze voo.:i...- z in S 
een reguliere functie voor, Ook !'_' Im is a1daar1 een reguliere func-
tie (v .g.l,. Theorema). Voor z re~el met 0~ -z< 13 geldt ( 12), en · 
we concluderen nt1 7 dat f( z) in de hele sector s een regt1.liere -timo~ 
;tie voorstelt en wel zo, dat formule (12) geldt,, 
a. Ind5.en geen sneden bestaan, die in het tweede o:f derde kwadt-ant 
naar o:neina.:.tg gaan, da.n volgt ui.t ( 13) . direct de te bewijzen 
aaymptotische ontw:tkk:eli.ng ( 7) .. 
, Tevena geeft ( 13) een a.f schatting vnn dr,. ?'•3Rtterm~ 
(5 
ils constanten ~1 en B1 bestaan, zo dat 
{14) '0(1+1/2) < A1B11 +1/2 
dan volgt ui t ( 13), dat voor } z t>B1 en voor 1 ➔ +0<> de integraa.l 
i~ 1 (12) tot nul convergeert. Dus corrvergeert vooreerst de reeks 
~ g(n)zn en gaat verder formule (7) in een gelijkheid overa 
b. Rest ons nog het geval, dat er sneden zj.jn in een richting 'f 
r.iet T1/2 < r< 3 e ' 1/2 ( een veel voorkomend geval)., Zij Cm de lus-
'vormige weg bij zotn snede.., In bet linkerl~lcl van (12) sch:rijvon. 
we 
f> -('__,o 
( 15) ·i = ( J+ ( ) 
,- ('= i~ - ( _;r; 
Hierin is f'. + G :.: -C • Oro van ( 12) to-ti ( 7) t3 komen behoeven we 
, ~ m 
wegens( 13.) alleen aan ·;;e tonen, d2.➔.i 
(.16) K1 = -1- i _,eJ.Il.).:.-.~-- 3.w :: --- (z- '> 21 SJ.n ·71 W v 
r, 
J, 
We schatten de integraP-,d in ( 16). Voor0erst is 
\ (-z)w, ~ j e(x-:-i.y)(log\-> + i(<p -Tl)) = \ X e~ll -<j>)y 
en in verb and met - I\ + f. STl - p !11 -E. volgt hierui t 
/ ( -z w) ) S f x e (11 - £. ) l YI 
als w=x+iy. De reohtlijnige snede bij ~ mag niet met de negatieve 
reale as samenvallen { anders bevat deze snede gehele waarden 
w = -n). Dus voor ,t voldoende groot bestaat ·S' > · O zo g.at langs 
f; geldt · 1 y I). J' • Dan volgt voor w o:p ~. · · 
i • n . , l . . TI h • . . nh } > . .,.,,_ 11· I ' , " :n a 1t 
,sin ·_wt = . sin x cos 1l y +t...cosTJ x s:i.· 17Y -== Sl..LU.1._ Yr-:;. 11 --.R:. 
. 4 -2-nS i ' -e. (\ waar. n n = , 2 • ...J. gekozen kan word.en., "i7egens 2_, w-:,rdt de 
integrand. in {16) nu gemajoreerd door 
f"il ' J~; -~~ ... rx 
I (x < 0) 
Bij aanwezigheid van een snede met rich-ting w waarvoor 
TI l 71 / 2 < · t < 3. · 1/2 geldt ( 6) • voor het linkerlid K1 van (16) vol,,gt 
nu ( zi j \ z l = f > B 1) 
\ .. ('-
) B~ f -x . 




:(o~ul.e (16) bewez~n. is • 
• 111, 
(6 
Wegens ( 13) en ) 17) naderen voor ! ...l. + «> en J z I). B1 de eerste 
en derde term in het reohterJ.id van ( 15) tot · ntil en het linker lid 
dus tot 
·f - w i, _g(w~ (-,z) dw . 
2i - ~ sin n w . -
als C de omkering v~ G + G. voorst_sl t •. Dus limietovergang e ~ Ob 
m. ·- n in formu1e ( 12) leert, dat de ri;i. .k, g{n) z een convergente rij 
is voor I z} > B1 en dat formule ( 7) met het gel.ijkteken geschre-
ven mag warden ( weer voor ) z 1 _). B-1) -» 
' 
EA1£ele 0EmerkiE,gen • 
.. 1. De bewering van·opm.2 bij Theorema 1 wordt geheel als boven be-' 
wezen. De er.dgste wijziging is deze, dat in formule (9) de term. 
g~-m)z-m wordt :weggelaten ... 
2. In de ongelijkheid (2) mag men natuurJ.ijk -i- verva.ngen door 
-1-+y....,2-:-- -t"° 
door. elk:e :functie X(y) > o, waarvoor de integtaal f X(y)dy 
. con:vergeert. 
-°" . 
3 ~ Vaak bevat een snede geen verta.kkingspunt en sleohts een pool. 
a • De oorresponde:rende term 1 in (7) is dan het residu voor 
w = a. v~ 11.&!!.) ,( -.z) w M 
sinTI w 
4. Om uit (7) een asymptotisohe ontvi,ikkel.ing voor :f(z) a:f te lei-
den, moeten we een methode ontwikkel.en om ook de lusintegra.len I 
. .. m 
· asymptotisoh te ontwikkelen. Deze methode zal. in de v,olgende syl~ 
labus worden beschrevenei 
. 
5. Zij. g(~) een :funatie, die voor E > O en willekeurig klei:n .a.an 
alle voorwaarden v~ theorem.a voldoet behoudens de ongelijkheden • 
.ils nu_ posi tieve constant en B", 7\ en R te vinden zijn,_ zo dat 
. j\ 
(18) J g(w) )<:: • B /(w) J voor f wt> :a. . 
dan voldoet g( w). automatisch aan all_e in Theor~ma 
gelijkheden. Immers · . ) 
\ g (w) \ ( B.(x2+y2} 1/2 .·. < B. (:x:2+1)1/2~ (y2+1)1/2~ 
We vinde:o Z?lfa, dat voor I z }).r' . •' ... -·. . - · .. 









. . ' - ' . . 
1 . ge@iste on-
w R 
*) Theor$xna i leer~li deze gel:i.jkheid aJ:leen -ll'oor waard.e?:4 van z. , 
: ... '~et op d~ P">Siti~;f reU:{.e a$· t-iUe.:P.• Anal:ytis~he vporJrtelling· le&~,,, 
;::~ jle juisthe.i,.d vanct19) 9p de positief :rel!le a.a (mits Im daar regu~'!\::.;, 
:~;,:l'..i~~>is). · •,.::,,-:, .··· / ···• ·, · ,,, ...... 
j,> ,: ·,~" . 
(7 
·Theorem.a 1 is. dus zonder meer direct toepasbaar op functies als 
g( w) = ( w ~ G ) I"' 
en verder op alle rationale functies g(w). In het iaatste geval war-
den de termen I in (19) eenvoudig te berekenen residuen. Bijvoor-
m 
beeld heeft de :functie g(w) = w2 geen polen en dus volgt dat de voor 
\ z\ < 1 gedef'inieerde a:palytische functie 
Oo 
~ 
(20) f(z) = L> n2zn 
D 
voor J z/ > 1 gegeven word.t door 
c,c, 
f(z: = - L P~ 
I Z 
(21) 
Tevens leert het theorema · dat f ( z) re_gulie!' is in het gehele bui ten-
gebied van de :pcsitieve re~le a.s. In verband met (20) en (21) is 
z=1 het enige stnguliere punt~ dat mogelijk is,. Di t volgt ook ui t 
2 
f( z) = -ll~ ( 1-z) 
Een ander voorb£eld is het volgende: zij 8 will.eke~rig 
verschillend van O, -1, -2, • ., • • en bescbouw 
~ n ~ z· f(z) == L... n +B 
0 
(\:zl< 1) 
Al.s 0 t +1, +2, •••••• dan volgt 'Uit Theorema 1 
00 
f(z) = z__1_ (n-v)zn - I 
( -~} w 
waarin I het resid-rl van 
· ( ~rB) sin w voor w =-® 
oomplex doch 
voorstel:t. vre vinden. I en dus volgt 
. -0 
(22) f( z) == J:1-1.::~--
sin Tl e _ I z f>- 1, e-:f=. 1-,2 ,3 •• I 
Als B = :m = positief gehe'el, dan volgt in verband met opm.2 bij 
Theorema 1 8 .. 1 Q/0 
(23). f(z) ::. ::....!og (-z), + 2_- 1 + L 
- . Z e) /l1 ~ (n-8) Zn ,n:.8-t< 
1, 
(n-ff)zn 
waarin de eers·i:ie term het restdu is van· 17 (-z) w 
(w+·e) sin"'nw 
voor w == - 8 = -ra Ala boven oonc~uderen we dat Z=1 het enige moge.i:< 
1ijke singdliere. punt van f (z) is. In verband met d~ eerste term in , . , 
he,t recmterlid van {22) resp. {23) volgt, dat; voor .· .. tJ. niet geheel ~ )'J' 
deze singular~~teit algebra1sch isenvoor e ;,'; 1, 213~ ...... lbga- ?', 
r,j.thnliseb. Theo:rema 1 maakt het a.us o .. a.., :mogelijk s:ingular:i.--'Gei tet. ., 
,,:te, o~d~;:rzoeken. ·it) , I,''. 
· ·~ 5 · · •.~J. ..b·r· oj··•·.t.,.·.·.··.·.•· ...•. '.iM .. o.·.i.d.·• e .... l;'.>.~, ;re. s.·· ea. r .. · .~hes 'o ... •. l th.·. e sing:.·•.· J.J.q;:r.ities of funeit:i/~ll 
:,• .  1r .. ,.i,·.·,lt,:,~.·.¼.1,;1.::.-.·••·.;.:,,··,:.: .• •,r, . ' d b . . , ' , · ··· . ·· ·· 




Het theorema van Barnes (vgl. "Ford", hoofdst.II en III), 
Theorema I liet de vraag open hoe de optredende lusintegralen 
( 1) J ._ -~- / 2{WJ(--z.l w dw 
'2.l C Sin.TIW 
zich gedragen voor grote waarden van z. We zuJ.len deze vraag be-
vredigend b('3antwoorden in het geval, dat de lusvormige integratie-
. weg C zich ui tstrekt langs de beide oevers van een halfoneindige · 
rechtlijnige snede, die uitgaande van de singulariteit w0 in het 
tweede cf dera.e kwe.6.:rant naar oneindig gaat. Behalve w O mag o:p de-
ze snede geen and.ere singu.lari tei t van g( w) liggen. .Zij tenslotte 
w. een pool$ of t:1 het algemeen een algebra!soh vertakkingspunt 
0 ' 
van g(w) ,. d.,w .. z,, g(w} is :i.n een omgeving van w0 te ontwikkelen 
in een converge:>.1te rij van ~ VOJ'.'m 
g(w) = (w - w0 )'t Ltr-J·v.,;_\t/0 t 
,.,_: Q 
waarin ?f een willekeur5.g complex getal voorstel t verschillend van 
" ,. ---- . ·( ) ,. g(w} een der getallen O, 1, 2, 3 • ,. • • Ook P w ::::: .~ 
sinlTw 
kent dus een dergelijke ontwikkeling. 
Al~ in Thso:L--ema I heef-t voor z = f e ~ <p (0 ~ r:J:> < 2.17) 
de in (1) voo:ckomende functie (-z)w de vol.gende betekenis 
(2) w -::.'""' l o,g ( - t; = ew [. I 0.9.P -4- i, ( <p- -1f J] (-z). ~ ,;:: J 
Theorema VaJl.].£.JZ!l~,. Zij gegeven de lusintegraal 
(3) 'J ( z 1 R) :-:.: ~. f P tW}(-7.) w( wl·'d.w r :! t. 
C 
· waa+in ~ een willekeurige ( re~le of compl.exe) constante v·ooratel t. 
De integraal zi.j, voor !zt voldoende. groot, convergent ... 
De lusvormige weg C(doorlo:pan in positieve zin) omloopt de. oorsPirang 
P{w) = 
w = 0 r en gaat naar oneindig in een riohting 
¥ ::::: ¥, 1 gelegen in het tweede of derde kwa-
drant ( zij w = (r' ei.'f' ) • De functie P( w) is in 
een omgeving van de oorsprong ontwikkelbaar 
volgens een Maclaurin-reeks 
~tr ka.n langa Vf = . 'I';_ analytiscih warden voortgezet. De lusw.eg C ma~ 
singul.ar:i:teiten van ;p( w) bevatten .. 
De funot1e {-z)w wordt volgens (2) gedefinieerd, waarin 
W • <r ei." met lf, ~ 'f' < ix• 111. Ile funotie w '., wordt gedefinieerd 
ala volg'.; 
( 5) wp .. , :.: exv { <P-1) log wj • exp f <P•t)(logO"+t,rJ 
weer me~ ,,v. ~ 'I' < '¥; -+ 2. ir • 
OnJor 6£,i,e voc.,r'Natirden geldt voor I( z,, ) en voor grote 
waarden va'.i.". z dt> volgende arsymptotisohe ontwikkeling 
( 6) 
we.ari.11 leg ( ... r..j 
Bij het ·bewi~ u gebrn.ik•.n~ ·lm het volgende Lemna .. Voor wille-
keurige oomplexe waartc~ van J~ geldt 
' ( W . ~-, I 
-· J a l w) dw = _, __ 
2.rri. c re 1-~J 
(7) 
waarin de l1.1svormige weg C als in het theorem.a (vgl.figuur 1) 
en (w),~ 1 d1~ in (5) 1.ijn ggdefinieerd. __ .,,. ______ __ 
_ Hst beVtij a is geheel a.naloog a.an dat van bet bekenda geval. 
waar ty, ::r 7r ( C :lE ean "n ... ~ om de negatieve re Ole as). Zie bijvoor-
beeld Whitt aJ.;:e.:--W:itilon Modern . Analysis blz. 244-• 
B!'111j!!, van bP-t theo~ana~ Voer in 
P:-: 106,: ... z) = logJ + i((f-Tf) 
In (3) geld"t {-•z) w :: e wp met 
(8) R.t['w'~J ·:. Re[o~(oos~+ isin~)(logy. + 1(</> -7f) 
.::: t:r{ COS'fJ..Oi,f - Sinl,41( + -7T >] 
Voor w op bet reehte deal ve.n C ( \JI = y,) en voor j' ==hd voldoelld.t1 
groot is, wegens cos \J), ( o, blijkbaa.r Re (wp) < o. 
Dan volgt uit het lemma (zij n gebeel ~ O) 
( 9) -1... j" (- )w l+n-, . z w. l1n, 
C 
Invul.liDg van ( 4) in (7) gee:ft blijkbaa:r het reob:ierlld vaa \• .,;..,: 
bni;lzen p:~1t;otieohe ontwrling ( ~~• We moeten bewi;llm:l tl.a1,,. 
1u I P, I :I c1 .. J\J -1r • ", ... r< ,-" •n.> . 
·.•en meran d.aa.:nP• op, 4a.t "PU ( 9) geld-t. 
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( 10) 
I<- I C 
\ n I(z,p) -7[1_ , -
o t-' +nr(1-f.>-~) - k-1 
= -!..:--.J e.+wf J 'P(w) _ [_ ol'l, w.,, J w,-~w 
z~ l ~~0 
C 
Om een schatting te geven van het rechterlid, verdelen we de 
lus C in twee delen Len M, waarbij L geheel 
binnen de cirkel rwt = l ligt. (Zij w = o< 
~et scheiding~punt). Dan is het reohter-lid 
in (10) de som van de corresponderende inte-
' \ gralen It.. en IM • 
k-1 Voor w op L geldt 
J P( w) - (- C nwn f ~ A t w f k 
waarin A een posi tieve constante voorstel t. Dus is een constante 
B > o·te vinden, zo dat 
(11) B 
Zij w een punt op de snede '¥ = '¥, en sij 
punt op de ond.erste oever van qe snede. 
hee:ft w d~n de waarde e 211~ _i wfo - 1 · 
We kunnen dus schrijven 
f3-t 
w genomen voor w als . 
Op de bovenst~ oever 
+o(p ~1T~i J<:>p . K-J (12) ¾i = _e (e · -•l. . e+(w-«)\o{"P(w) -L c,,,w.,,J w~-'ctw 
2i 11:,:o 
. . '¥ d. . . 
Zij ct. =~et..', dan is in (12) w = {fe1.ip, met Ci;; ~<f..-.:oo 
Verder geldt (vgl.( 8)) 
Re[ixp] = Cf;[logf COS\f', ---(<:p-Tf)sin1fl,] 
R e ((w-<t.)?} :-:: (tr- C'"0 ) [ log _f cos 'f', - ( </> -'iT) sin tp,] 
Wegens cos 1{1, l. O kan f zo groot gekozen word.en, dat een pos1 tieve 
constante a bestaat zo dat 
Re ( ~ f>} < - ct,log f 
en dat voor een vooraf' gegeven posi tieve oonatante b voldaan is 
aan 
R~ l<w~)p J < - b((f-_~) 
Dan volgt uit ( 12} 
0o . . . i-• . R ~~• 
(13) !~I < K e-().logf { .,-b(q---0"6 ) jlP(w)I ~I;1cn\o-n}irdq-
waarip. K een positieve conatante· voorstel t; daar (3) voor zeker~ 
waarde va:n z conyergent is verondersteld, kan lo zo groot gekoz,e:p. 
word.en, <lat de integraal. in het reohterlid van ( 13) oomtergeert~ 
Dus volgt ( p = log f + i ( cf, -7i)), · dat 
l.im l ~ (J -1- k- 1 ti JM f = 0 
lpt➔ o-o 
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Wegens ( 11) en ( 14) geldt dus voor het rechterlid IL + IM van 
( 10) 
lim f p r+k-1 ll ::1t t JM ! .. ~ 0 I> 
11,1 ➔ e.<:, 
waarmee formule (6) bewezen is. 
ovm • .A.ls ~ geheel .}. 1 is,. dan is de integrand iI: (3) regulier 
binnen C en dus I(z,~) = o. In het rechterlid van (6) zijn dan 
aJ.le termen nul. 
Als r geheel f O, dan heeft de integrand in (3) in de oorsprong 
een (1-~) -voudige pool (zij e0 t- 0) en is het reohterlid van (6) 
staan dan slechts eindig vele termen (formule (6) 
geldt nu natuurlijk met het gelijkteken). 
7:oe;eassin~ 
'f:Te bepalen de asymptotische ontwikkeling van de funotie f( z) , die 
voor I z J "- I gedefinie1rd wordt door de convergente machtreeks 
0¢ 
( 15) - n f(z> = L z , 
. l'l::o (n + e) 
waarin P en ft willekeurige complexe getallen voorstellen ( e f O, -1 , 
-2, ...... ). Daar iedere rationale funotie in partiaalbreuken ge-
spli ts-t kan worden, vormt di t geval een basis voor de asy.mptotische 
ontwikkel.:tng van functies als . 
X,(z) = L_ - c(rnr +,: . - . + o<1n- + C)(<> 
n-::o rt'fl~+ - .. #. + ~I 11, + ~ 0 (lz\<..1), 
hoewel dan alleen reeksen ( 15) van belang zijn waarin ~ geheel is,:, 
In verband met opm;o,5 op blz., 6 kunnen we dan direct formule ( 7) 
vanblz.2 toepassen, waarna qe termenim in deze formule met de· 
residu-rekening worden bepaald~ De resulterende formule geldt ook: 
met het gelijkteken •• Het theorema van Barnes behoeft niet e:x:pla-
ciet te worden ·toegopast. 
Theorema .. _ Laat de analytische functie f( z) voor f z f .( 1 gedefi-
nieerd zijn door 
{16) f(z) = f_ zn I 
\'l-:<;> (n. + eJI'-> . i 
waa. rin e en {3 willekeurige .co.mplexe get'allen··· voorstel. len .(.ev ..enw·e.1,;::·,, ...•...•  Qf o,-1, -2 ••••• ) .. Danis f(z) regulier in het bele compl~xe •j 
z-vlak, eventueel met uitzondering van z=1• Als e geen positief I 




w. aar.· •. ·1n voor z = f<2.i (o •. ~ + £ 1.7T) ... ·· . . g ..eldt 
e ... .. r .· ·. . .. ·.···· .. [ J 
,{;,..~) ·;;;· exp t. G log(-z)J = ~xp .· · G 1 logf. + 
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Val t daarentegen 8 samen met een posi tief geheel getal, dan 
geldt 
(18) f(z)N -
Bewijs: Toepassing van Theorema 1 bevat in verband met de opmer-
kingen 5 en / op blz.6, de formule 
(><) 
<19) f(z} = - L --1--
f'\-:i,f (9-~)fiz.n. 






(20) f(z) = - ( L. + I 
t'l:., 
als 13 samenval t met een der getallen 1, 2, 3 ••• • •• 
Hierin is C een positie;f omlopen lusv•rmige weg langs een half-
oneindige rechtlijnige snede, die u.itge.at van het vertakkings-
punt w c: - 6 voor de functie g(_w) == (_w!e}~ , en in het tweede 
of derde kwadrant .naar oneindig ga.at. Eehal.ve eventueel w = - e 
mag de snede geen gehele punten bevatten. 
Men overtuig.1.:; zich er gemakkelijk van, dat de integralen in 
( 19) en ( 20) voor \ zl > 1 reguliere functies voorstellen .. Dus 
blijkt uit (19) resp.(20) dat voor \z\) 1 f(z) regulier is. 
Analoog leert (16) de regulariteit van f(z) in het langs de 
positieve re~le as opengesnede~ z-vlak. Dus vinden we dat 
f(z) overal 1 behalve eventueel in z = 1 een reguliere funotie 
voorstelt(, 
~~ Omvnet theorema van Barnes 
te kunnen geven va.'tl 
J =-t- J 21. C ' w (-z) dw (_w+e/>sinifw 
een asymptoti·sche ontwikkeling 
. ' passen we de transformatie w +8 =·W toe. We vinden 
(21)d = ½;~fe J simr(~-e) (-z)w (w)-(l dw 
c' 
' waarin C nu de oorsprong omloopt, en in het tweede of derde 
kwadrant naar oneindig gaat. 
Zij f) niet geheel. Dan geldt in een omgevi.ng van de oorap-~ 
de ontwikkeling CQ 
P(w} = - _ 1 -- -- -- = [_·c w11 
·_ ·_· sln1t(w .. £JJ _ _ 9 n 
m-. -.,,,_-t_ C --- 1 --· ·-(•- 1 • . -_.- ·1· L.,,._,· ---. ,-1).n+1 
""' .1::;:c_ . ·•--- ·n_· ___ ·_J_ · ·:t 1 °") I n . •_- __ .- fl, n 1T \ w ... .., -- W:. 0 n •· 
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Toepassing van het theorema van Barnes op (21) geeft 
OC', 
n [_ 
r 1 ] (n) (-1)n+1 ls1n1T w i{\1..-e 
n ! 1-.( ~ -n) [log ..;.. z] n-~ +1 
zodat nu formule (17) direct uit (19) volgt. 
De integra~l J, in (20) schrijven we na transformatie volgens 
( 22) 'J. = 2~ i (-z) e J [s1: ;{w- e }]< ~z) w w+' dw 
: . C' 
Voor de nu gehele wa9.rd.e 0 is 1 , niet regulier in 
de oorsprong, doch wel .sin rrtw- 8) 
P(w) . 7T w . · = 
. = sin 7T ( w ... e ·r· 
fl,-:. 0 
met d = (-1) ~ · [ _ T1_YL-Jo-.J .. Toepassing van het Theorema van 
"' · Si;'\ nw 
'N:: C 
:Barnes op J; geeft nu 
d p- f -T.!--'iL- l ~ r,..J rv .. -1_ .L- i.. s1.n TT .w .1 ~~ o,.,._ _ _ 
l Z ~ r;.::::O ;;fl"'"(~ _;;:.!) [ log-z] ,1,r·. 
en formuJ.e ( 18) vol.gt nu dJ.rect ui t ( 20)., 
-·--.. ---
'+., ' 
